SISTEMI KOORDINAT IN RAZMIK
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Ponazoritev geometrijskega pomena g9
Kako do Riemannove geometrije?

Prehod v fiziko
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1. UvoD

[zhajamo iz Evklidovega pojma “razmik” na povrsini neomejene rav-
nine in iS¢emo njegov matematicni izraz iz “sveta” dveh dimenzij. Ev-
klidovi premici sta lahko horizontala in vertikala, ter gradita De-
scartesov (Cartesius, lat.) koordinatni sistem.

V literaturi se ta sistem omeni kot “mesh-system” ali “network ena-
kih evklidskih kvadratov”, po vzoru newyorskih ulic (tukaj pa je Ze
kartografski referencni sistem) (Slika 1):
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SLIKA 1.

V Gaussovi posplositvi Cartesiusove ideje postane slika malo kom-
pleksnejsa (Slika 2):
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SLIKA 2.



SISTEMI KOORDINAT IN RAZMIK 3

Izid primerjave je neverjeten: Nemec (Gauss) je dokazal, da so Azijci
pametne;jsi.

Sedaj pa odgovorimo na vprasanje: Cesa se je Gauss domislil?
Predpostavimo, da zelimo izraziti razmik med tockama P in Q, ki sta
definirani s presecis¢ema neke “v” krivulje z dvema “u” krivuljama, kot

kaze slika (Slika 3):

v+Av

u u+Au

SLIKA 3.

Koordinati teh tock sta (u,v) in (u+ Au, v), razmik PQ pa zapisemo
z As. Pri tem je povsem jasno: razmik med P in ) ni povsem doloc¢en
s pomoc¢jo Au. Zadostno splosni izraz za As pa je vseeno mogoc!
Tako, kot je razmik med dvema tockama, ki lezita na isti vzporednici
odvisen od razlike v longitudi, je tudi razmik As med P in @) funkcija
koordinatnih razlik Au. Tako lahko zapisemo:

As = AAu+ BAW? + CAu® + .. . (1)

kjer so A, B, C, ... lastne magnitude. Ce pa sta tocki na diferencialnem
razmiku, se (1) prelevi v

ds = Adu, (2)
A pa obicajno zapisemo kot ,/g;;. Tako dobimo na “v” krivulji
ds® = g11 du®, (3)

oziroma
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ds® = g2 dv?

za razmik dveh tock na “u” krivulji.

Zdruzena postopka iz slike (Slika 4)

u u+du

SLIKA 4.

lahko resita problem razmika med tockama P in R:

ds? = g11 du® + giadudv + gordudv + gaadv®.

Ce sta g12 in go1 enaka, dobimo
ds? = g11 du® + 2g1odudv + gaodv?.
Zamenjavi u = uq in v = uy peljeta v obicajen zapis

ds® = Zgikduiduk

2. PONAZORITEV GEOMETRIJSKEGA POMENA (19

Elementarna geometrija nam pove

PR =PQ + QR +2cos PO -OR,
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kot je razvidno iz slike (Slika 5),

R
4
P Q
SLIKA 5.
ki ponazori

ds® = du® + 2 cos fdudv + dv* (9)
Y
gu =1
g12 = cos
go2 =1

3. KAKO DO RIEMANNOVE GEOMETRIJE?

Sodobna teorija nastaja iz elementarne diferencialne geometrije po-
vrsin v evklidskem prostoru z obi¢ajnim matemati¢nim procesom ab-
strakcije. Povrsino v navadnem evklidskem prostoru zlahka opisemo s
pomocjo kartezi¢nega koordinatnega sistema, v katerem so tocke dolo-
¢ene z njihovimi koordinatami P = (1, x9, z3), kot “locus” vseh tock
P katerih koordinate zadoSc¢ajo analiti¢ni relaciji

f(x1,29,23) =0 (10)

ali v eksplicitni obliki

x5 = p(x1, T2), (11)
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ki misel pripelje k 2-dimenzionalni naravi povrsine. Asimetriji treh
koordinat se zlahka izognemo skupaj z restrikcijo na f iz predstavi-
tve (11): vpeljemo parametra u; in ug, ki svobodno variirata v domeni
A ravnine (uq,ug). Nakar lahko izberemo tri funkcije o;(uq,us), ki so
definirane na A in diferenciabilne. Po definiciji

x; = p(ug,ug), (1=1,2,3) (12)

ustvarimo 2-dimenzionalno podmnozico tock v 3-dimenzionalnem ev-
klidskem prostoru s kartezi¢nimi koordinatami X;. Vpeljimo Se novo
mnozico koordinat s pomocjo relacij

U; = Ui('Ul,Ug), V; = ‘/i(ulau2)7 (13)

s katerimi resujemo osnovni problem: kako izraziti tiste zakone, ki
vsebujejo geometrijski notranji smisel v obliki, ki je neodvisna
od nakljucne izbire povrsinskih koordinat?

Kot primer tega pristopa si oglejmo krivuljo na povrsino, ki jo doloca
parameter 7 iz oblike u;(7). Dolzina take krivulje med tockama za
kateri velja 7 =01in 7 =1, je

1
1 1 dl’l 2 dl’g 2 dl’g 2|2
= Lo LG () (4
0 ds 0 [(dT) +<d7’> + dr dr

1 2 du; duy, :
= E w— — | dr, 14
/0 (Z.’k:lgk dr dr g (14)

kjer je

3. 0x, Ox, 3.0y, 0p,
gir = 2 ou; Oup, Vgl ou; Ouy

v=1

(15)

Torej! V diferencialni obliki je infinitezimalni razmik dveh povrsin-
skih tock s koordinatnimi razlikami du;
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5 3
ds = (Z gikduiduk) (16)

ik=1

in na tej ravnini se zacéne premisljevanje Riemanna.
Riemann zastavi vprasanje: Ali se je Gauss prezgodaj ustavil?

Kratkomalo je ugotovil, da omejitev Gaussa, na primer dveh povr-
Sinskih koordinat w1, us, ni bila nujna. Problem ocitno prekasa primer
2-dimenzionalne povrsine v 3-dimenzionalnem prostoru. Riemann po-
tem hitro opazi, da je studij geometrije prostorov, v katerih je tocka
dolocena s poljubnim Stevilom n koordinat u;(i = 1,2,...,n), pov-
sem mogo¢. Tako se infinitezimalni razmik med dvema tockama s
koordinatnima razlikama du; lahko zapiSe v posploseni obliki

2
ds® = Z Girdu;duy, (17)

ik=1

kjer so g¢;x v splosnem poljubno predpisane funkcije koordinat w; :
gix(uy, ..., u,). Osrednja novost je v sledeéem: interval ds? pri
transformaciji koordinat ni odvisen od izbire koordinat. Po
transformaciji koordinat v poljubni sistem S dobimo

ds* = Y Gudidi (18)
i,k=1

in tako pridemo do bistvenega spoznanja: posplositve Gaussove dife-
rencialne geometrije. Riemann je iz nespremenjene oblike geometrije
dobil pojem invariantnega intervala. Torej! ds? je invarianta ne-
odvisno od izbire koordinat.

Rekapitulirajmol!

V primeru dveh dimenzij je imela matrika

9 = ik (19)

elemente g11, g12 = ¢21, g22- V primeru treh dimenzij je stevilo ele-
mentov g;; Sest. V primeru Stirih dimenzij, ki je bistvenega pomena
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za splosno relativnostno teorijo, je stevilo elementov deset, v kar
se zlahka prepricamo:

d82 = gndu% —+ 2912dU1dU2 + 2g13dU1dU3 + 2gl4dU1dU4+
+ gooduj + 2gasdusdus + 2gasduaduy + gssdui+
+ 2gg4dU3dU4 + g44dui. (20)

V primeru n-dimenzionalnega prostora pa jih bo

n(n—i—l)‘

. (21)

Poudarimo: duy, dusy, dus, duy so, v splosni relativnostni teoriji, raz-
like stirih Gaussovih koordinat za tocki A in B, ki sta si neskoncéno
blizu.

4. PREHOD V FIZIKO

Svet fizike si iz sveta matematike sposodi sliko za n = 4. Koordi-
nate x%, (a = 1,2,3) so rezervirane za prostor, casovno koordi-
nato z¢, “objekt” za hec, pa fiziki piSejo

=z ali r=x. (22)

Tako je Cetrta koordinata: x° =x* (odvisno od okusa)! Interval

lahko zapisemo
ds® = ggpdx'da®, (i,k)=0,1,2,3 (23)
ali

ds® = goo(dr®)? 4 2goada’dz® + gapda®da®, (o, B) = 1,2,3  (24)

Opomba!

e Latinske ¢rke se najveckrat sprehajajo po prostor-casu.
e Grske ¢rke se najveckrat sprehajajo po prostoru.
e Ni malo norcev, ki si izberejo ravno obratno, zato pozor!
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Olajsanje pride po ugotovitvi, da so ortogonalni prostor-casi v rela-
tivnostni teoriji dokaj upravic¢eni. Takrat velja:

GJoa = 07 Jap = 07 (a 7é 6) (25)

in se metrika “olajsa”:

3
2
ds* = goo(d2°)" + > gaa(dz®)*. (26)
a=1
Izbira:
12
goo =1, g1 =92 =0g33= e (27)

nas popelje v metriko Minkowskega:

4 = () = S f(@t) + (@) + (@)}, o)

ki je temelj posebne relativnostne teorije.

Pozor! Interval je tukaj v dimenziji casa. Razlaga se vCasih zapise

1
2

ar* = (dz°)” - Zl (da®)?, (29)

vcasih pa ne. Takrat se d7 rezervira za pretok lastnega casa v eni tocki
(ko je dz® = 0) in v splo$nem primeru dobimo iz (26)

d’7'2 = Joo (de0>2 s (30)

kjer je:
dr = lastni ¢as = invarianta, ki ni integrabilna,
dx® = koordinatni ¢as, ki je integrabilen, ni pa invarianten.

Naj razlozim! Poudarimo Se enkrat: invarianta ds(=dr) je
infinitezimalna. Ta infinitezimala je kot lastni ¢as v povezavi z
uro, ki se giblje skupaj z opazovalcem. Torej: lastni cas je v



10 zf42

razlicnih tockah na razlicne nacine povezan s koordinatnim
¢asom in ni integrabilen.

Koordinatni ¢as 2° = ¢ je lastnost koordinatnega sistema, ki je tamle
vsepovsod eno in isto. Torej je integrabilen, ni pa invarianten,
ker je relativiziran (je pac entiteta relativnostne teorije). V povezavi
s tem, je mogoce o starosti vesolja presojati le v koordinatnem casu,
ki spremlja posledice velikega poka (background radiation) v “zadnjem
koordinatnem soredju fizike”.

Vrnimo se k metriki (28)! Razvidno je:

(i) ¢e sta v eni prostorski tocki (dz® = 0) dva dogodka ¢asovno
loc¢ena (dz° # 0), potem je interval

ds = +da" (31)

realno stevilo;
(i) ¢e sta dva dogodka sofasna (dxz’ =0) in prostorsko locena,
potem je interval

ds:i{—w} L (32)

imaginarno stevilo.

To je trivialno. Obstaja pa tretja moznost: dva dogodka sta hkrati
prostorsko in ¢asovno lo¢ena. Tudi v tem primeru sta mozna dva izida:

(i) interval je realen; potem pravimo, da ima naravo ¢asa (time-
like);

(ii) interval je imaginaren; potem pravimo, da ima naravo pro-
stora (space-like).

Zelo je zanimivo, kaj si o vsem tem mislijo Rusi! Oni vzamejo, da je
Cetrta koordinata (Cas) imaginarna, nakar interval zapisejo (v najbolj
splosni obliki)

—ds® = gagdxadxﬁ + 2G0adz’dz® + goo (dx0)2 (33)

ali
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—ds* = —c*dr* = goo (dx0>2, (dxl = do* = do® = O) (34)

za pretok ¢asa v tocki x® = const., (a« = 1,2,3). 1z (34) sledi

1
dr = V=g da’,  (do" = do* = do* = 0) (3)

in ostaja Se problem: kako dolociti element prostorskega razmika dl?
Ideja!

Iz tocke A izstrelimo zarek svetlobe v tocko B, ki je neskon¢no blizu.
Nakar se zarek vrne tocko A. Zapisemo

d(A, B) = dl = cdz’ (A — B) (36)
d(B,A) = dl = cdz’ (B — A) (37)

Za ds = 0 dobimo iz (33)

1
dz’(A — B) = — {_QOdea - \/(9004905 — Japoo) dx“dif’g} (38)

goo
in
d°(B — A) = gio {g0adz™ = \/(g0aios — gapgoo) davdo? b, (39)
oziroma
dr%(A = B) + da®(B — A) — —;00\/(90,1905 = gungoo) dzodz? (40)

Sestevek (40) ustavimo v (35)

1 2
dr = -V 900 {—g\/(goagoﬁ — Yasgoo) dxadxﬁ} ’ (41)
00

kar je izraz za razmik
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dl =

in dobimo

ali

kjer je

zf42

; c 1\/—900 {de(A — B)+d2°(B — A)}
c

Iz = (W - goag”)dﬂdﬁ
Goo

di* = yopdr®da’”,

Jdoa9os
goo

YaB = Gap —

(42)

(43)

(44)

(45)

tridimenzionalen metri¢ni tenzor, ki definira metriko in no-
tranjo povezavo med metriko realnega prostora in metriko
stiridimenzionalnega prostor-casa!

Cudovito! Pa napacno! Zakaj?

Tenzor g;;, je odvisen od ¢asovne koordinate z°, kar pomeni, da se
tudi prostorska metrika spreminja! Integracija (44) je nesmiselna. V
splosni relativnosti je tako nesmiselno misliti o dolo¢enem razmiku med
telesi. Napaka ima zgodovinsko konotacijo: rojena je v ¢asu Sovjetov,
ko je bilo Rusom vse jasno!



