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1. POJEM “RELATIVNOST”

Naj se tocka giblje vzdolz osi x. Hitrost te tocke v mirnem sistemu
S je &, v sistemu S’, ki se giblje s hitrostjo v, pa je njena hitrost

i =x—w.

Vidimo: Galilejeva transformacija in vektorsko seStevanje hitrosti sta
eno in isto.

Mirujo¢ sistem ima koordinati x in t (¢as), sistem v gibanju pa x’ in
t.
Velja:

¥=x—vt,y =y,Z=zint' =t.

Einstein je podvomil v resnico (= Cas je absoluten = t' = t)!
Zakaj?

Date: 26. januar 2021.
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Zamislimo si vlak, ki se giblje s hitrostjo v, kot kaze slika 1.

O,

(A02 == 02 B) OQ

SLIKA 1.

Dve streli zadaneta tocki A in B istocasno za opazovalca v tocki O,
(mirujoci sistem), kar pa ni istocasno za opazovalca v tocki O; (sis-
tem v gibanju). Slednji dobi informacijo, da se je dogodek v tocki B
zgodil pred dogodkom v tocki A. Sklep: IstoCasnost izgine kot po-
sledica gibanja. “Istocasno” v enem sistemu NI istocasno v drugem
sistemu. Einstein zato ovrZze misel o absolutnem ¢asu (t’=t). Kolik$no
ceno pa placa? Avreolo (halo) absolutnosti prevzame konstantnost
svetlobne hitrosti. V vsakem sistemu, neodvisno od stanja gibanja,
je svetlobna hitrost vselej eno in isto. Torej: Gibajo¢emu in miru-
jocemu opazovalcu svetloba ubezi vedno z enako hitrostjo. Ali se tvoj
duh temu upre? Ne! Vse kaze, da ti narava sporoci, da si norec, ¢e
ne spremenis pravil igre z njo! Kaj pa bi sploh spremenil? Prvic:
Svetloba ni proces nekega fizikalnega procesa v prostor-casu. Drugic:
Svetloba je neko obanasanje samega prostora-casa. In prav to je po-
goj ohranitve matematicne oblike vseh fizikalnih zakonov ne glede na
izbiro koordinatnega sistema.
Torej: Galilejeve transformacije spreminjamo

¥ =z —vt =1’ =k(x —ot) (1)
r=a"+ovt' > x ="k +ot'), (2)

pri ¢emer je k faktor spremembe. “Sirjenje” svetlobe v enem sistemu
dolo¢i enacba x = ct, v drugem pa 2’ = ct’. Kostanta c je torej, ne
glede na sistem, eno in isto. Tako drzi
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ct’ = k(ct — vt)

2440 2002 2
= Ctt =kt (¢ —v7),
ct = k(ct' + vt') } ( )

od koder sledi

1
k= —mx.

_ 2

c2

V enacbo (2) vstavimo x’ iz enacbe (1)

x:k[k:(:v—vt)Jrvt'} = t':k{t+i(l:2—1>] )

tako dobimo Lorentzove transformacije:

= S ®
-7 -7
ali
/ t/ t/ v
x:ﬂ7 o tte (4)
V2 V2
T2 T2

Kaj nam vse to pove? V dolo¢enem trenutku imajo v mirujocem sis-
temu razliéne tocke v gibajocem sistemu razli¢ne informacije
o Casu. Iz enacb 3 vidimo: ura v gibajo¢em sistemu se mora pomikati
nazaj ob gibanju naprej v smeri x. Absolutna istocasnost je izginila.

Posledice:
1.1. Sprememba dolZine palice
Oglejmo si palico dolzine I v sistemu S’(2',t'). Njena zacena koor-

dinata naj bo xzj, in kon¢na xj, +1'. V sistemu S je ob ¢asu t palica med
koordinatama xg in g + [. Imamo

To+1— vt
Ty = ——— g+ 1 = 0

N e (5)
T2 T2
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od koder sledi

2
zzz',h—%. (6)

Torej: Palica, ki se giblje s hitrostjo v, se zdi mirujo¢emu opazovalcu
) )

v 2
skrajsana za faktor /1 — 7.
Vidimo tudi: Mirujoci opazovalec vzame dolzino za lastno istocasnost.
Za gibajocega opazovalca, je mirujoci opazovalec vzel sprednjo tocko
palice v zgodnejsem casu in si zato razlaga, zakaj se zdi mirujoc¢emu
opazovalcu palica “skrajsana”.

1.2. Sprememba “dolzine” casa

Zastavimo si vprasanje: Kako “dolgo” traja proces, ki se dogaja v
neki tocki zj, sistema S’, za mirujocega opazovalca? Vzemimo interval
t, — t5, ki ima v mirujo¢em sistemu S vrednost

/ /
t2 B tl
2

2

to —t; = (iz relacije (4)) . (7)

To pomeni: Ena sekunda v S’ je “razsirjena” za opazovalca v sistemu
S. Torej: Cas se v gibanju upocasni! Ura to potrdi!

1.3. Pojem “interval”

Na trajektoriji gibanja svetlobe velja:

0 = dt*c® — (da?* + dy* + dz?) (8)

in to dejstvo sugerira: razmik med dogodkoma v strukturi prostor-cas
(ko gre za objekt materije) je

ds® = dt* — (da* + dy® + dz?) (9)

ali
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1
dr? = dt* — g(dﬁ + dy® + dz?), (10)

kjer sta ds prostorski interval in d7 ¢asovni interval. Razmiku ds pra-
vimo lastna razdalja, casovnemu intervalu dr pa lastni Cas.

Bistvo je v naslednjem: interval ima ali prostorsko ali ¢asovno na-
ravo, koordinate pa so lahko imaginarne (¢e zamenjamo mesta sestev-
kov z desne).

Bistvo bistva pa je: INTERVAL JE INVARIANTA (ni odvisen od
koordinatnega sistema).

To ponazorimo! Vzdolz osi x sta y = 0 in z = 0. Taka poenostavitev
ne upliva na splosni sklep. Torej vzamimo

ds® = *dt* — da? (11)

in vstavimo diferenciale iz relacije (4). Dobimo

ds* = 22 (dt' + %dx’)2 — V2 (da" 4 2vda’dt’ 4 v dt’?) =
c
v? v?
— ,_)/202(1 o g)dta o 72(1 - g)deZ —

= 2dt"? — da?, (12)
kjer je

(13)

Relaciji (11) in (12) soglasata:
1. OBLIKA INTERVALA SE PO SPREMEMBI SISTEMA NE SPREMINJA

2. VSAK KOORDINATNI SISTEM IMA V POSESTI LASTNI PROSTOR IN
LASTNI CAS

3. PROSTOR IN CAS STA RELATIVNA, KRALJICA RELATIVNOSTI PA
JE HITROST SVETLOBE
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To je vsebina posebne relativnostne teorije (special theory of rela-
tivity).

Omejitev teorije: materija je odsotna!

Posplositev teorije: materija je prisotna!

Kaj prinese posplositev?

1. VSAKA TOCKA IMA V POSESTI LASTNI PROSTOR IN LASTEN CAS

2. ENACBE FIZIKALNEGA POLJA

LASTNOST _ (ENERGILJA-IMPULZ (14)
PROSTOR-CASA ) MATERIJE
{ 1
GEOMETRIJA FIZIKA

povedo: fizika sporoc¢i geometriji kako naj se zakrivlja in krivina prostor
- Casa sporoci materiji kako naj se obnasa.

V tem je vsebina splosne relativnostne teorije (general theory of
relativity).

Metrika prostor-c¢asa je tokrat v najbolj splosni obliki
ds*(z) = goo(dz®)? + 2g0a(x)d2x’dz® 4 gop(x)dr®da” (15)

kjer je v = 2%, 2!, 2%, 23, o, 8 = 1,2,3. Splo$na relativnostna teorija

najve¢ doseze z ortogonalno metriko v kateri je
goa = 0. (16)

Takrat metriko dolci oblika

ds? = gipdxidk” (17)
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kjer sta 7,k =0,1,2,3.
Teoreticna kozmologija zacne z ortogonalno metriko v sferi¢nih ko-
ordinatah

ds? = 2e’Ddp? — {e“(r’t)dr2 + rz(d92 + sin? 9¢2)} (18)

in postavi pogoja v = 0 in u = u(r), ki spremljata kozmicni ¢as na sferi
r = const. prasevanja (background radiation). Tako nas s pomoc¢jo
enacbe (14) pripelje do oblike, ki ji recemo Robertson-Walkerjeva
metrika

do? + o*(df* + sin? 6d¢?)
[(1+5)02]"

ds* = Adt* — R*(t) , (19)

kjer je 0 = %, pri cemer je r = ry zacetna vrednost ekspanzirajoce
koordinate.

Dejstvo, da tukaj o osnovni enacbi (14) ne vemo ni¢, nas ne moti,
kajti nas cilj je prostornina hipersfere vesolja in prostorninski delez
metrike iz (19) smo usposobljeni doseci. Torej! Nadaljujmo napre;
iz tistega kar smo izvedeli!

2. PROSTORNINA VESOLJA

Vesolje se zacne v singularnosti (ni konéna), e je faktor skale sirjenja
R(t) neka sinusna funkcija strukture &; ¢(§):

R(t( = 0)) =0, R(t(E =) = 0. (20)

Tako koncénost prostora zagotovita pogoja:
(i) koordinata o se giblje med 0 in oo;
(ii) hipersferi¢ni kot y se giblje med 0 in 7,

ki sta zdruzena v relacijah

—, Ay = 21
1+ 2 Y (1+%)? 2
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Kaj se nam obeta?
Interval (9) lahko zapisemo v obliki

ds? = (dz°)* + (dz')? + (d2®)? + (d2*)* =
= (ooc?dt? + Cridr® + Coody? + (s3d2?
kjer je
Goo = 1, G =G = (3 =—1
1 2 3

r =ct T =T T =1 T° =1z
) ) )

oziroma

J\I

I
oSO O

)

|

—_

(22)

(23)

(24)

(25)

Pojdimo naprej. Ce matrika (25) vsili hipersferi koordinate (24), potem

drzi Se
(@2 + (2)? + (22)? + (%) = R?
oziroma
2da® + 2tdet + 2?da? + 2%da® = 0.

Eliminacijam dz° v (22) sledi

(26)

(27)

(28)



POJEM “RELATIVNOST” IN OSTALE PRIPETIJE 9

Sferi¢ne koordinate iz transforrmacij

x' = pcospsiné, 2 = psin psin b, 23 = pcosf (29)

to prevajajo v obliko

ds? — dP2 2( 102 in? d? 30
= Lo R0 + sin® di?). (30)
R2

kjer smo si pomagali z relacjo

(%) = R* - p*. (31)

Do popolnega presenecenja pride po koordinatni substituciji

oR
P = @ , (32)
ko metrika (30) zavzame obliko
1=17 (33)
do? + o*(df? + sin? Odp?)
2 2
ds’ = R { i+ To7p (34)

v popolnem soglasju s prostorsko obliko Robertson-Walkerjeve metrike
(19) za krivino k = 1, ki pomeni zaprti prostor v Se enem soglasju s
pogoji (21), nakar drzi

ds®> = R? {dy2 + sin” y(df? + sin? Gdch)} . (35)

Sedaj se pojavi problem: Kaj je prostornina (po tej metriki) tako za-
prtega prostora? Ali je to res prostornina vesolja?

R o R
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Preden odgovorimo, Se malo matematike!

&
>
&

Oglejmo si spremembo koordinat x* v z%. Metri¢ni tenzor g, se pri
tem transformira po zakonu

Oz OxP

_i = A=, a-Yap - 36
Jik = gzt ok Ies (36)

Posledi¢no se, po uporabi pravila za produkt matrik, determinanta g
transformira kot

g=g <det g§j>2 (37)
ali
o e )
V= v (39)

zaradi izbire pozitivne vrednosti kvadratnega korena. Diferencial ele-
menta prostornine se potem transformira kot

_ a(jl 72 o)
av = AT
v ‘8(201@2,...) v, (39)
iz Casar izhaja
\/E dy df dp = R®sin®y dy db dyp . (40)

Odtod sledi prostornina sfere, ki se siri od y = 0 do o,
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Yo
V(yo) = 47 R? / siny dy =
0

— sin 2y

2
= 4 R3N : (41)

ali

V(r) =2m*R? (42)

kar je prostornina zaprtega vesolja: kot hipersfera je taksno vesolje
konc¢no, ¢eprav brez mej.

Intuitivno spoznanje ima za vsebino vedno neko preprostost. Poskus
to potrdi ali zavrze. Ce potrdi, potem odpira moznost: posplogitev
preprostega se prelevi v poglobitev, ki spelje dvig intuitivnega na raven
racionalnega spoznanja. Sele takrat je resni¢na vrednost v nasi lasti.

Kaj stejemo kot vsebinsko preprostost? Gibanje, stanje ali energija
so na zacetku pod kontrolo elementarnega opazovanja. V nazornost
opisa vpeljemo pojem “koordinat”. Kaj je potem poseg “posplositev”?
Lahko si mislimo:

(i) pojem “transformacija” se zaplete, ko namesto “ravnega” vpe-
ljemo “ukrivljeno”;

(ii) pojem “razseznost” se spremeni, ko predstavljivost dimenzij za-
menjamo s poljubnim Stevilom dimenzij;

3. NACELO ENERGIJE

Gravitacijska sila nam je znana:

mims

F=G

2 my, My = Masi . (43)

Po Coulombu ohranita elektri¢na in magnetna sila obliko:
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F = ; e1, €2 = elektricna naboja (44)
ali v vektorski obliki
F=—12" (45)

oziroma po komponentah

€162 T

rz r

_ a1y (46)

€1€9 2

Vpeljemo skalarni funkeiji

€162 2, 2, 2\2
= r (fv +vy +z) (47)

in zlahka preverimo

Fy=—>- (48)

Zlahka preverimo, da velja enako tudi za elasti¢no silo prostorsko
harmonicnega oscilatorja. Tukajle vpeljemo skalarno funkcijo
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@:;k(x2+y2+z2)

in dobimo

F,=—-—"I1=—k
ox v
D
F,=—=—k
Yy ay
dp
F,=—-——T=—-k
0z N

13

(49)

Zdaj dokazemo, da se funkcija ¢ ujema s potencialno energijo. Izha-
jamo iz dela A (iz nemséine “Arbeit”), ki je skalarni produkt sile F' in

vektorja dr’ premika iz tocke P; v tocko Ps:

—

dA=F-dr =

= Fydx + Fydy + F.dz

ali

Py
A=— / (Fydw + F,dy + F.dz) =

Py

Py
= / (agodx—l— a—@dy+ ag0612) ,
4 ox dy 0z

kjer je

9 ) )
dp — 8—id:p + (,;;dy + a—fdz

(51)

(52)
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totalni diferencial funkcije ¢. Delo je odtod

A= [do=¢(Py) —o(P) (56)

doloc¢eno kot razlika potencialnih energij.
Za sile, ki se lahko izpeljejo iz skalarne funkcije drzi nacelo energije.
Enacbe gibanja za delec mase m so:

mEE_ O
2 Ox
¢y Oy
mEz _ O
a2 0z
Enacbe po vrsti zmnozimo z ‘fi—”t”, % m %, nato jih sestejemo in dobimo
ded*x dyd’y dzd*z
i T A Eada gy 58
m(dt a2 " arde " dt di? (58)
Odpdr Opdy Opdz
=—\|\=—4+=+ 59
<8xdt+8ydt+8zdt (59)

in zapiSemo

d1 dz\°  (dy\® [dz\’ dy
dt2m[<dt> +<dt> +<dt> =t (60)
oziroma

d(l 24 ) 0:>1 24 konstantant
— | =Y = —Tmv = onstantanta
dt \2 v 2 14 ’

kjer je
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1
E, = §mv2 = kineticna energija

E, = ¢ = potencialna energija .

Sklep:

E = Ei, + E, = konstanta ohranitve energije

4. LAGRANGEOVE GENERALIZIRANE ENACBE

Vpeljemo splosne koordinate ¢ = (q1, g2, ¢3), ki jih vrinemo v sistem
enacb (57). Za te koordinate velja: prejsnje koordinate x, y, z so
funkcije “novih” koordinat q1, ¢2, q3. Torej! Zapisemo

= x(q1,92,43), v =y(q1,9,q3), z=z(q1, 2, q3)

in si zapomnimo: vsaki tocki s koordinatami x, y, z vsilimo tri splosne
koordinate qi, g2, g3. Odtod se vsako gibanje z lahkoto predstavi s
pomocjo treh funkcij

a(t), @), g).

Komponente hitrosti &7, 2¢, 7

dg1  dq2  dg3)

dt 0 dt 0 dt -

lahko sedaj zapisemo s pomocjo odvodov

To zapisemo
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de _ Ovdq | Ovdg,  Ov dgs

dy _ Oy dq Oy de Oy dgs

dz_ Ozdq | 0z dqy 0z dag
dt  Oq dt  Ogy dt  Ogs dt

Enacbe sistema (57) sedaj po vrsti zmnozimo zdaj z g—(z, %’1

nakar jih seStejemo in dobimo

d*x 0x  d*y Oy  d*z 0z
m(S 2= S O
dt2 8(]1 dt2 8(_]1 dtQ 8(]1

Op dr  Op dy  Op 0z

Ostane nam Se preoblikovanje prvega ¢lena

in

(61)

0z

0q1’
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d*r 0x  d*y Oy  d*z Oz d (dx dx  dy Oy
ml—=—=+—-—5-—+—-—75-—| =m—
dt? 8q1 dt? 8q1 dt? 8q1 dt

E 8q1 dt 8q1 E 6(]1

(8008, 40(d)  w0(8))

(8008, ar(d) 0(6)

kjer nam je sistem (61) omogicil relacije

0(%) oz
8<d—qtl) B oq’
o(%) _ oy
a(Lq;) B oq1’
(%) o2
8(‘1—?) - Oq

Z druge strani nas izraz za kineti¢no energijo
1 dr\’ dy 2 dz\’
E, = - — - -
" Qm{<dt> * <dt> - (dt)

pripelje do relacij

dt g dt g,

17

= 02
dt aql

)
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in

8(]1 dt 6q1 E 8q1 dt aql

o, (0(8) 40ld), wo(8)

s katerima lahko zacetno relacijo zapisemo v obliki

d OB, OB _ 9 _ ..,
dto () Og O

Vpeljimo se Lagrangeovo funkcijo

L=FE,—y

in dobimo generalizirane Lagrangeove enacbe

d 0L oL
% o :87, k:1,2,3

Zdaj se vrnemo k zacetnemu vprasanju: ali posplositev (po poglobitvi)
vsebuje zac¢etno preprostost?

Vzemimo Descartesove koordinate in preverimo!

q1 =, 92 =Y, g3 =z

dz .

Odvajamo po x in F:
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OF), 01 dr\’ dy 2 dz\’
o _&me{<dt> +<dt ) (7

OB, _ 0 1 [(de\" (dy\" (d=\'| _ de
a(%)_a(%pm dt dt at ) (= "t

Lagrangeove enacbe postanejo

4 0B oB_ P o
dta(%) or _ der T ox

19

s ¢emer potrdimo: da! Newton je imel prav! Zares. Vse “Stima”, kakor

se spodobi!



