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Fizikalno polje je prizorisce fizikalnih dogajanj v prostoru in c¢asu: je
oder fizike. Misel nas vedno zlahka popelje bodisi do nekega skalarja,
bodisi do nekega vektorja. V najbolj preprostem primeru sta skalar f
in vektor ¢ funkciji krajevnega vektorja 7"

skalar f = f(7) (1)

vektor U = 9(F). (2)

Date: 5. oktober 2014.
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V primeru, ko f in ¢ nista odvisna od ¢asa t, govorimo o stacionar-
nem ali konstantnem polju. Ce pa ugotovimo obstoj funkcij

f=rt) (3)

v =u(r,t), (4)

govorimo o nestacionarnem ali spremenljivem polju. Funkciji
f(,t) in U(7, t) sta enoznacni, zvezni in diferenciabilni hrati po vektorju
7 in skalarju t.

1. POJEM GRADIENT

Vektor, ki ima v poljubni tocki skalarnega polja smer najhitreje na-
rascujocega skalarja f, magnitudo pa enako prirastku skalarja f v tej
smeri vzdolz neskonéno majhne (infinitezimalne) dolzine, imenujemo
gradient skalarja f. Obicajno zapiSemo

—

G=grad f (5)

in poudarimo: gradient ni odvisen od koordinatnega sistema. Gradi-
ent je invarianta polja.
Tocka A se nahaja na povrsini f(7) = C' in

AP = An (6)

je odsek normale 77 iz A na povrsino f(7 + AT).
skalarne funkcije f je

Hitrost narascanja

AC _ f(F+ A7) — f(7) -
| AT | AT '

Maksimalna vrednost nastopi v primeru, ko je A7 vzporedna z normalo
7 in je magnituda An. Odtod sledi
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(i A7) = C + AC

SLIKA 1.

Dve osi (x', y’) sistema S’ (izhodis¢e se nahaja v tocki A) sta pri tem

v tangenti ravnini povrsine f(7) = C, kar pomeni

(grad f) =0
(grad f), =0

(grad f), = % )

Pri tem je
| A

cos (ﬁ,f) 7

kjer je [ vektor vzdolz A7, Isto velja za diferencialo

A =
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dr — dn dn

~ , (11)
coS (ﬁ, z) coS <ﬁ, :17)

kjer je 7 enotni vektor osi x. Prirastek skalarja f na enoto dolZine v
smeri [ je zdaj ocitno

?9{ = gi oS (ﬁ,f) (12)
Z]; = ;ii; cos (ﬁ,f) (13)

oziroma

Z;j = gfb cOS (ﬁ, y) (14)

Komponente vektorja G zdaj lahko zapisemo v obliki

G, = (grad f), = (grad f),s cos(2, )
G, = (grad f), = (grad ), cos(=',y)

G. = (grad f). = (grad ) cos(', z)

oziroma
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e =
6o~ G, -
G. = (grad f). = 2
ali
G:gradfzaf +g£j+g§l§

oziroma
G= Vf=gradf
kjer je V (nabla) operator
0- J- 0=
V=—i+—j+—Fk
ErS + ay‘j + 0z '

ki deluje na skalarno funkcijo f.

(16)

(18)

Opombal! Izraz (17) lahko sledi iz izraza (8), ¢e vzamemo totalni

diferencial

O 4o+ Xy + 904,

i =5zt 5,9 % 5,

in potrdimo

G =

= dfﬁ_ of dx +8]”dyﬁ+é?fdz
dn''~ Brdn Jy dn 0z dn

(20)

(21)



6 zf42

Opomba! Fizika je posebej pozorna: Kaj je vektor, ki je gradi-
ent nekega skalarja? Ce obstaja, ga imenujemo potencialni vektor,
njegovo polje pa imenujemo potencialno polje.

Torej! Ce drzi

—

G =gradp =V, (22)

potem je G potencialni vektor, ¢ pa potencial!

Krivuljni integral vektorja (slika 2) ¥ med tockama A in B je mejna
vrednost vsote

SLIKA 2.

skalarnih produktov vektorja u; in elementov As;, ko gre stevilo teh
produktov (n) v neskoné¢no, velikost elementov pa gre proti nuli:

B B
7}13)1@2%A@=/17-d§=/17-dﬁ (23)
A A

Ta integral je nasploh odvisen od poti med tockama A in B, ni pa od
poti odvisen, ¢e je podintegralski izraz totalni diferencial. Takrat
lahko zapisemo

B B
/ﬁ‘dfz/dsozwg—m- (24)
A A
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Torej! Ce namesto vektorja ¥, vzamemo potencialni vektor é, do-
bimo

B B B
/C_j-df’:/gradgo-dfz/Vgo-dF (25)
A A A

in zlahka se prepricamo, da je podintegralski izraz prav totalni diferen-
cial

B B B
/G-dfz/vwdfz/dso:w—m- (26)
A A A
Torej! Cirkulacija potencialnega vektorja vzdolz zaprte poti je enaka
nic:

fé-df:o. (27)
C

Drzi tudi obratno: Ce je krivuljni integral nekega vektorja
vzdolZ neke zaprte poti enak nic, potem je ta vektor gradient
nekega skalarja.

Primer: Naj bo G sila F. Potem velja
2
/ﬁ-dF:Ag—Al (28)
1

oziroma
7{ Fdi=0 (29)

in sklepamo: Delo sile v potencialnem polju med dvema poljubnima
tockama ni odvisno od oblike poti, ampak le od njune lege. Delo sile
potencialnega polja na sklejeni poti je enako ni¢. Taksni sili pravimo
konzervativna sila. Torej: konzervativna sila je gradient neka-
ksne funckije.
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2. PRETOK VEKTORJA (FLUX)

Koli¢ino d¢ imenujemo elementarni pretok vektorja ¢ skozi element
povrsine dS:

dp =7 -7dS =7 -dS. (30)
Celoten pretok (flux) je potem povrsinski integral
¢ = / 7-d3, (31)
S

ki se lahko zapise kot dvojni integral podintegralske funkcije:

¢://U-ﬁd$= (32)
S

- // {v, cos(7, x) + v, cos(7, y) + v, cos(7i, z) } dS . (33)
S

3. POJEM DIVERGENCA

Divergenca je merilo za mo¢ izvirnosti fizikalnega polja. Izberemo ga
kot mejno vrednost kvocienta pretoka fizikalnega polja skozi zakljuceno
ploskev in prostornine AV v tej ploskvi

Gvse §7-dS
U AR AV

(34)
Poiscimo sedaj analiti¢ni izraz za divergenco! Vzemimo paralelopi-
ped (glej sliko 3).

Vhodni flux (pretok) obravnavamo kot negativen, izhodni pa
kot pozitiven. Naj bo d¢, pretok skozi ploskev dydz, ki se nahaja v
ravnini y0z. Zapisemo

dp1 = —v,dydz . (35)
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_lw _ et Grda
dz I —_————|——-—
k )/ dy
7 dx “
SLIKA 3.

Pretok skozi vzporedno ploskev na razdalji dx zapiSemo v obliki

ov,
ds = (ve + %d:p) dyds . (36)
Tako dobimo
v,
dpr + doy = o dxdydz . (37)

Analogno dobimo pretoka skozi dzdz(= %L;dxdydz) in dedy(= %= dxdydz).
S sestevanjem dobimo pretok

ov, Ov ov,
i = ( ox aT/y * 0z )

dxdydz (38)

oziroma

=V.7. (39)
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4. GAUSSOV IZREK

Oglejmo si spodnjo skico (slika 4).

SLIKA 4.

Zastavimo si nalogo: Matematiki se mora (ne glede na fizikalni po-
men naloge) posreciti postopek prehoda iz trojnega integrala (po pro-
stornini V) na dvojni integral (po povrsini, ki objema to prostornino)!

Naj bo P(x,y,2z) poljubna zvezna funkcija v vsaki tocki prostornine
V, ki jo objema povrsina S. Oglejmo si integral

/// aa];da:dydz ,
v

ki ga je potrebno preleviti v dvojni (povrsinski) integral. Lahko ga
zapisemo v obliki

dydz xgﬁ—de ,
// w[ ox

S

kjer sta xq in x5 abscisi tock A; in A, v katerih premica A’A; A, ki je
vzporedna z x osjo, prodira skozi ploskev S, dvojni integral pa vzamemo
po projekciji S’ konture na ravnini yOz.

7 integriranjem po x dobimo

rFopr
/%dz = P(SE’Q,y,Z) - P(xbyv Z) )

T



ELEMENTI FIZIKALNEGA POLJA 11

po zamenjavi pa dobimo

//dydz/—dx = // P(z2,y, 2)dydz —/ P(z1,y, 2)dydz .
/ S/

[zracun najprej poteka po povrsini S’ Nas pa zanima integracija po
povrsini S = 51 + S,. S’ je projekcija Sy na ravnino y0z, zato sledi

//P(xg,y, 2)dydz :/ Pdydz .
i o

Podobno lahko namesto integrala po povrsini S’ za funkcijo P(z1,y, 2)
vzamemo integral po povrsini S, toda z notranje strani glede na pro-
stornino V. Zanima nas integral po tej povrsini, vendar z zunanje strani,
ta integral pa je enak drugemu sestevku zgornje relacije s spremenjenim
predznakom.
Tako dobimo

/V/ | g];dxdydz — S/ [ Py + S/ | Paya: - é [ Paya:.

Ce sta podani $e dve funkciji Q(z,vy,2) in R(z,y, ), analogno sledi

/ / / 9 dedydz — / / Odzdz

in
/V// aafda:dydz = é Rdxdy .

S sestevanjem dobimo

/// <8P 87@ + aa{j)da:dydz = é (dedz + Qdzdx + Rdxdy) :

Ce v zgornji izraz vstavimo P = v,, () = v, in R = v,, lahko zapisemo
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/// (6% + % 1 0Uz>dxdydz = // (vxdydz + vy dzdx + vzdxdy>
v S
ali
///dwﬁdv _ //5.d§7
v s
kar je dokoncna oblika Gaussovega izreka.

5. POJEM ROTOR

Pojem “divergenca” nam je ponazoril obstoj diferencialne operacije,
ki nas je iz vektorskega polja pripeljala do skalarnega polja in potrdila
moznost njegove eksistence. Zdaj pa vprasajmo: Ali obstaja diferen-
cialna operacija, ki nas iz enega vektorskega polja pripelje do drugega
vektorskega polja? Zlahka ugotovimo: Problem resi pojem rotor.

Oglejmo si zaprto krivuljo s, ki objema poljubno povrsino S. Vze-
mimo potem krivuljni integral § ¥ - ds’ vzdolz zaprte krivulje s. Ce ta
integral delimo s S

§7-d3
S

in poiséemo mejno vrednost (ko povrsina S postaja neskonéno majhna),
dobimo normalno komponento (7 je pozitivna normalna na povrsino)
nekega vektorja

S §Feds . §7-dS
[ ] = iy = Am TR

ki ga imenujemo rotor vektorja.

Pois¢imo Se analiti¢ni izraz za ta vektor “rotor”! Vzemimo elemen-
tarno povrsino dS, = dydz v ravnini y0z, ki zapira konturo 0ABCO0 na
sliki 5.

Zanima nas intergral §v,ds. Na poti 0A imamo v,dy za podinte-
gralski izraz. Vzdolz poti AB, komponenta vektorja v ni vec¢ v, (kot po
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y
A
0 X
SLIKA 5.
poti 0C): po enoti dolzine v, se spremeni za 881;;, na dolzini dy pa je
sprememba %léj dy. Torej: vzdolz AB imamo podintegralski izraz
ov,
(vz + 3y dy) dz ,

vzdolz poti BC pa
0
—(vy + %dz)dy ,

kjer je predznak minus posledica cirkulacije proti smeri narascanja ko-
ordinate y. Konc¢no je podintegralski izraz vzdolz poti CO enak —v.dz.
Po sestevanju vseh izrazov pa sledi:

§ voas= (a“Z - a“y)dydz - ((%Z - 8%>ds$.
oy 0z Jy 0z
(dydz)

Analogno dobimo

in
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(dzdy)

Torej: komponente vektorja rot v so:

(rotv), = o 5

. Ov,  Ovy\=» ov, 0v,\ - ov,  Ovg\ »
= (5 )i (G -0+ (Gr -G

ali

J- 0~ - - -
j+k> X (Vg0 +vyj +v.k) =
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6. DIFERENCIALNE OPERACIJE DRUGEGA REDA

Operacije grad, div, rot in (¢ - V) imenujemo diferencialne operacije
prvega reda. Iz medsebojnih operacij sledijo diferencijalne operacije
drugega reda.

6.1. Divergenca gradienta

Naj bo ¢ skalar. Prejsnji pojmi zdaj omogocajo izracun
: (O~ E
div grad ¢ = div (z + =7+ =k
x Y z
Pp  Pp Py

" 2 + 0y? * 072

ali

ox?  Oy?> 022
=V’p=Ap,
kjer je pisavo
V- V=V’=A

vpeljal Lamé.

6.2. Gradient divergence

Naj bo ¢ vektor. Izberimo si simboli¢no pisavo!
graddivt =V (V - 7) =

=V x (V x0)+ V0
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ali

grad div ¥ = rot rot ¥+ V¥

Sicer velja

- 5 0? - 5?2 o o2

) > -
Vi Y ey T R aras

. —'82 . H 82 S . 82
. .
R R AL W R

82 62 82 62
= _|_ R

6.3. Rotor gradienta

-

+7-

—

dp- Op- Oy
rot grad —rot(z—l— —7+
g %2 9 dy J 9
i 7k
— 2 2 8 —
Ox Oy Oz
¢ 9o  O¢
or Oy z

L 02
8y8

- 0
J 020y

5:) -

o 02 o?
( SD— SO)_'_..._

- Oydz  Oyoz

=0

Simboli¢no sledi takoj

V x (Vi) = (V x V)p =

+
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6.4. Divergenca rotorja

0 0
divrotv = —(rotv), + —(rot v), + —(rot v), =
o 0 9
or Oy Oz
— |0 0 90| =
ox Oy 0z
Uy Uy U,

dy 0z

dy

0z

ox dy

0 ((%Z (%y) 0 (3% 8vz> n 0 <(‘3vy avz> B

Ox 0z  Or

=0<dwrotvi =0

Simboli¢no sledi takoj: V(V x @) = (V x V)7 = 0.

6.5. Rotor rotorja

. ov,  Ovy\- ov, 0v,\ - ov,  Ov,
rotrotv = rot{( >z < ) <

ay_E 0z  Ox

ali
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0
(rot rot v), = —(rotv), — —(rotv), =

Oy 0z

0 ((%y 8vm> 0 ((%m B 8vz> B

- Jy\odx Oy 0z\ 0z  Ox
B (a%y N 627;2) B (a%x N 82%) B
- \0x0y  0x0z oy 022)

_ <820x N *vy N 821)Z> B (82% N 0%v, N 82%) _
\0x2  Ozdy  Ox0z 0x? oy? 022 )

0 (Ov, Ov, Ov, B
_8x(8x+8y+8z>_Avx_

= %div 7 — Vu,

Analogno sledi:

, T
(rot rot v), = a—ydw 7 — V-7,
in

0
(rotrot v), = %div 7— V%, .

Tako na koncu dobimo
rot rot ¥ = grad div ¥ — V¥ .

Postopek pokaze, da je analiticna predstavitev nevsecna, simboli¢na
pa je preprosta:

rotrot v =V x (V x 0) = V(V -9) — V2 = V(V - ¥) — A7 .
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7. KLASIFIKACIJA VEKTORSKIH POLJ

7.1. Potencialno (nevrtincasto) polje

rotv =0, povsod

div v # 0, vsaj v nekaterih tockah

7.2. Solenoidno (brezizvirno) polje
divv =0, povsod

rot v # 0, vsaj v nekaterih tockah

7.3. Laplaceovo polje
rotv =0, povsod

divv =0, povsod

7.4. Splosno polje
rot v # 0, vsaj v nekaterih tockah

div v # 0, vsaj v nekaterih tockah

8. KLASICNA TEORIJA GRAVITACIJSKEGA POLJA

Energija gravitacijske interakcije med dvema tockastima masama na
razdalji 712 je natanko doloc¢ena z relacijo

mime

U12 = —G

T12

Do tega pripelje Newtonov zakon. Eksperiment potrdi obstoj gravi-
tacijske sile drugega telesa na prvo telo:

- T2 M1 Ms
Fio = —— G—;
712 12
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Po drugem Newtonovem zakonu je pospesek telesa enak

ob ugotovitvi: velikost pospeska ni odvisna od mase m;.

Naj se zdaj tockasta masa m nahaja v prostornini zaprte ploskve,
kot kaze slika (slika 6).

15
o Y,

SLIKA 6.

[zracunajmo pretok polja g skozi povrsino S. ZapiSemo

gzﬁzs/g’-dS:/gcosﬁdS,

kjer je 6 kot med ¢ in normalo 77 na S. Vsak element dS “vidimo” pod
prostorskim kotom

=y
Q.

- S:T-ndS:cosidS

r3 73 r

in pretok lahko zapisemo v obliki
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—
Q)

dS =~ [ G cos0ds =
r
S S

m cos 0 r?
— [T g
/ r2 cos 6

= —4nGm ,
kjer smo vstavili
. T _,m
j=-tc7
roor
in
r-ndS cos @ dS
e [T e
r r
S S
V primeru ve¢ mas my, ms, mg, - - - , nastane polje g s superpozicijami

pOl.] g_ia g_éa g_éa e

pretok pa je takrat

kjer je

M =mi+my+mgz+---.

Lahko pa se prepricamo, da mase zunaj zaprte povrsine ne prispevajo
prav ni¢ k pretoku polja. K pretoku polja namrec¢ prispevajo le mase
znotraj povrsine. O vsem tukaj odloca Gaussov izrek. Naj bo S sfera
polmera r znotraj sferne plasti. Tam je 4mgr? = 0, kot da znotraj S
sploh ni mase. Odtod sledi g = 0. Ce pa sferno-simetri¢no konfiguracijo

mas M zapre povrina S, je g - 4mr? = —47wG in g = — 4L
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Sklepamo naprej iz integralske oblike

é/g-cﬂ:/‘///divgcﬂ/:
——47TG/V//pdV

in dobimo diferencialno obliko Gaussovega gravitacijskega zakona

div g = —4nGp .

Dejstvo, da je “gravitacijsko polje potencialno polje” nam dovoli po-
£0j

g=—gradp .
Ker je gravitacijsko polje konzervativno

/§~df:O@/(Vx§)~d§:0

dobimo

div § = —div grad ¢ = —V*p = —47Gp

oziroma

Ap = 4nGp,

kar je osrednja enacba v teoriji gravitacije - Poissonova enacba.

Opombal! V literaturi je na desni strani enacaja pogosto predznak
minus. To velja takrat, ko v izrazu za silo izpustimo predznak minus.



